Anal. Acad. Nac. Cs. Ex. Fis. Nat., Buenos Aires, tomo 45, 1993

EL DESARROLLO DEL CALCULQ FRACCIONAL

por Shyam L. Kalla

Centro de Investigacion de Matematica Aplicada - Facultad de Ingenieria, Universidad del iuliﬂ, Maracaibo -
Venezuela

Quiero expresar mi profundo agradeci-
miento a esta Academia por la honrosa dis-
tincién que me ha conferido, al Ing. Roque
Scarfiello por su generosa presentacion, y a
todos ustedes por haberse molestado en ve-
nir hasta aqui, brindandome el apoyo de
vuestra estima y amistad.

Ante todo, permitanme contar una de las
razones de mi presencia hoy aqui con los dis-
tinguidos Cientificos-Académicos. La Uni-
versidad Nacional de Tucuméan (UNT), hace
tiempo tenia la tradicién de invitar como
Profesor-Visitante a cientificos de diferentes
paises. Precisamente en el Instituto de Ma-
tematica de la UNT, estuviercn profesores
de Alemania, Japédn, etc. E1 Dr. Félix E,
Herrera, académico de esa Academia en
Tucuman es un gran admirador del matema-
tice hindu S. Ramanujan y, junto con otros
miembros del Instituto, pensaron invitar a
un matematico hindd. Felizmente, durante
finales de la década de los afios sesenta, tuve
contacto con el Dr. Herrera mediante mis
publicaciones en el drea de Anélisis y asf
llegué a Tucuman, Argentina como Profesor
por dos afios, el dia 25 de Febrero de 1970.

Al Dr. Herrera quiero expresar mi profun-
do agradecimiento, primero por invitarme a
visitar su gran pais, Argentina, y segundo
porque hizo todo lo posible para que mi
estadia fuera agradable.

Por la excelente experiencia en el campo
académico y la maravillosa gente del Jardin
de la Republica, nos quedamos en Tucuman

Conferencia pronunciada durante su incerporacisn
como Académico Correspondiente en Maracaibo, Vene-
zuela, el dia 7 de abril de 1992.
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mds de seis afios. Fue una experiencia muy
excitante y fructifera. Durante estos afios,
en el Instituto de Matematica formamos un
grupo numeroso de investigadores de la Fa-
cultad de Ciencias Exactas y Tecnologia v de
las Facultades de Quimica, Bio-Quimica y
Farmacia. Tuve el placer de trabajar con
varios investigadores de Tucumén, y en par-
ticular, quiero mencionar al Dr. Augusto
Battig, Dr. Radl Lueccioni, Dr. M.
Valentinuzzi, entre otros. Organizamos Se-
minarios, Talleres, y se publicaron varios
trabajos de investigacién en las revistas es-
pecializadas nacionales y extranjeras. Toda-
via mantenemos el contacto académico con
los investigadores de Tucuman.

Con mi nombramiento en 1984 como Aca-
démico-Correspondiente Extranjero, amplia-
mos el campo, ahora no solamente con S.M.
de Tucuméan, sino también con Buenos Ai-
res. Desde entonces la correspondencia en-
tre Maracaibo y la Academia, en particular
con el Ingeniero Scarfiello, sigue su ritmo
normal. Durante mi visita a la Academia
Nacional de Ciencias, Sofia, Bulgaria, Uni-
versidad de Kuwait, Universidad de Nihon,
Japdn, Universidad de Innsbruck, Austria,
en los tltimos afios, iniciamos les vinculos
(o0 estrechamos los ya existentes) entre nues-
tra Academia y estas instituciones con el
intercambio de revistas e informacidon aca-
démica.

Mi conferencia de hoy se titula £ desa-
rrollo del cdlculo fraccional. Tal vez es una
coincidencia que mi primer trabajo fue pu-
blicado en el afio 1966 con el titulo Algunos
teoremas sobre el cdlculo fraccional, Proc.
Nat. Acad. Sci., India 364, 1007-1012, y re-
cientemente hemos finalizado el trabajo



Aplicaciones del calculo fraccional para su-
mar series infinitas, (Journal of Fractional
Caleulus, Vol. 1, Tokyo, Japén, 1992 p. 21-
25). Me parece apropiado presentar esta con-
ferencia de manera descriptiva. Se trata de
un tema que ha estado presente en nuestra
tarea de investigacién durante los iiltimos
anos. Los detalles y las formulas matemati-
cas correspondientes se encuentran en la
bibliografia citada y en nuestra publicacio-
nes, las que pongo a disposicién de nuestra
Academia. (Trabajos publicados desde 1966
hasta 1991, en forma de Tres Tomos).

1. DESARROLLO HISTORICO Y
DEFINICIONES FUNDAMENTALES

El calculo fraceional trata de derivadas e
integrales de orden arbitrario. Es decir, ex-
tender el significado del d"y/dx", para n un
numero arbitrario, fraccional, irracional o
complejo. La historia del cdlculo fraccional
comienza con Leibnitz e incluye nombres
tales como Fourier, Abel, Liouville, De
Morgan, Riemann, Laurent, Hardy, Erdelyi,
Sneddon y varios otros.

Una vez L'Hospital pregunté a Leibnitz,
qué pasa si n = 1/2 en d*y/dx*? Leibnitz!
contesta en 1685: “Eso conduciria & una pa-
radoja—, pero de esta aparente paradoja, un
dia saldran conclusiones ttiles”. En 1819,
S.F. Lacroix ™ le dedica al cdlculo fraccional
menos de dos pAginas, en su libro sobre el
calculo diferencial e integral de 700 paginas.
Euler y Fourier mencionan en sus trabajos
la derivada de orden arbitrario, pero no dan
ningin ejemplo o aplicaciones. N, H, Abel ¥
fue el primero en aplicar el cdlculo fraccional
en el aino 1823, para resolver una ecuacién
integral, la cual aparece en la formulacién
del problema del Tautochrone (Determina-
cion de la forma de un cable sin friccién en
un plano vertical tal que el tiempo de cafda
de un anillo es el mismo sin importar su
ubicaci6n inicial).

La solucién de Abel fue tan elegante que
quizas motivé a Liouville ¥ para intentar
dar una definicién légica de la derivada
fraccional. Riemann®, en 1847, siendo un
estudiante, escribié un trabajo en el cual
aparece una definicién del operador
fraccional.
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Ahora bien, consideremos el problema
matematico de definir derivadas e integra-
les fraccionales: Sea f(z) una funcién que
pertenece a una clase amplia de funciones,
vy para cada nimero v, (fraccional o comple-
Jjo), se asigna D? f{z) = g(z) sujeto a los si-
guientes criterios:

1. Si f {2z) es una funcién analitica en z, la
derivada I)® f(z) es una funcién analitica
en vy z

2. El operador D f(x) debe producir el mis-
mo resultado come la derivada ordinaria,
cuando v es un entero positivo.

Para v = -n, D~f (x) debe coincidir con

la infegracién n-veces,

3. D¢ fx) = f(x)

4. E] operador debe ser lineal

JrPlafx+bgx)]=
=a D f)+b D f(x)

5. Debe satisfacer la ley de los exponentes
para la integracién de orden arbitrario:

D3 D =D f(x)

¢ X e H

Una definicién que satisface estos criterios,
es el operador de Riemann-Liouville ¥
DY PG = | (x— b £ (b)dt, Re(w) 2 0
L) =—— x -t , Re(v) 2
B T'{v) -L
(1)

Hay otras notaciones para este operador,
e.g
R =1"f{x) =

= L r (x—-tr1f{t)dt, Rv)=zo
u) Jg ’
dn
= = Rrrfx), RMW<0 (2)

x

El correspondiente operador de Weyl se
define como:

W fix) = K* f (x) =

w=-1 >
r”j (t - %) f(t) dt, R(v) > o

-~



dn

=W f(x), R,(v)<0 (38
dx®

Observemos que en (2) si f{lx) = Ax*, don-
de A y X son constantes, entonces la integral
de Ax* de orden arbitrario v es:

R? [AxY] =
AT (A+1) xo+
I () tr dt= —————— Re(v)2o
1“( ) I +u+1)
4)
Otra definicién fundamental de

“diferintegral” de orden v fue dada por
Griinwald™ en la siguiente forma:

o [x—a] =
dv f 2 N _

- o =~ 5% | 7o

I SR ( | x-a )
j__zo‘ TG+1) £ = N )

donde v es arbitrario. Se observa que agui
no se han usado explicitamente el concepto
clasico de la integral o derivada de una fun-
cion f.

Durante las décadas cuarenta y cincuen-
ta, Kober © Erdélyi P y varios otros defi-
nieron operadoeres de integracién fraccional
modificados y establecieron sus conexiones
con lag transformadas de Mellin ¥y Hankel.
Ademas, Erdélyi y Sneddon™® ¥ aplicaron el
calculo fraccional para resolver problemas
de potencial y ecuaciones integrales duales.

Durante las dltimas tres décadas, el célculo
fraccional se desarrollé enormemente, no so-
lamente en la parte analitica, sino también en
las aplicaciones en diferentes ramas de cien-
cia y tecnologia. Bertram Ross organizé la
primera conferencia internacional sobre el
tema en el aiio 1974 en la Universidad de
New Haven, U.S.A. La conferencia fue finan-
ciada por la “National Science Foundation,
U.S.A” con el decidide apoyo de destacados
matematicos como Erdélyi, Sneddon y
Zygmund. Varios notables investigadores ta-
les como: R. Askey, G. Gasper, T. P. Higgins,
E. R. Love, T. J. Osler, M. Mikolas, dicta-

ron conferencias sobre diferentes aspectos
del caleulo fraccional ¥ sus aplicaciones. La
memoria de esta conferencia fue publicada
por Springer — Verlag en 19759, El resulta-
do de esta conferencia fue excelente, y lue-
go aparecieron muchos trabajos en diferen-
tes revistas de diversos paises.

La segunda conferencia fue realizada en
Glasgow en el afo 1985, y 1a coleccién de los
trabajos fue editada por A. C. McBride y G.
F. Roach 1, La tercera conferencia interna-
cional fue organizada por K. Nishimoto en
Mayo de 1.989, en la ocasién del primer cen-
tenario de la Universidad de Nihon, Japén.
A esta conferencia asistieron méds de cuaren-
ta investigadores de dieciseis paises. La con-
ferencia tratd sobre los viltimos avances del
cdlculo fraccional y sus aplicaciones. “Con-
ference Proceedings” fue publicado por
Nihon University en 19904,

2. OPERADORES DE ERDELYI-
KOBER Y SUS GENERALIZACIONES

Los operadores de integracidon fraccional
Jjuegan un papel importante en la teoria de
ecuaciones integrales asociadas con proble-
mas de valores de contorno. Diversos auto-
resi 13. 14,1516, 17,151 han definido y estudiado
operadores de integracién fraccional a tra-
vég de transformadas integrales,

Se considera operadores de Erdélyi-
Kober® en la siguiente forma:

17 f(x) = (5) f (1-0)** o f (xc™) do
(6)
) = (o—l)H o f (x0') do
50 =g
6
B, 3, a, > 0.

Es bien conocido que para R [B(y+1)] >
/g, R, (Br) > ~ 1/p los operaderés (6) y (7)
son lineales y acotados de Lp (0, <) en si
mismo.

Ademas:
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II;"“ =1, KQ’-O =1 (1: Operador identidad)

istos operadores fueron estudiados ex-
tensamente '¥] tanto teéricamente como en
aplicaciones.

Hay varias generalizaciones de estos ope-
radores, v las mas recientes son de Kalla —
Kiryakova B9, quienes consideran operado-
res con un caso peculiar de la funcién H- de
Fox¥ como niicleo, de tal manera que estos
operadores pueden expresarse comao CoOmpo-
sicién de m-operadores de Erdélyi — Kober.

Varios autores™ 20.2L.221 han utilizado los
operadores de integracién fraccional para
resolver ecuaciones integrales (simples y
duales), En la forma de la solucién de las
ecuaciones integrales se nota la elegancia
del calculo fraccional como una herramien-
ta simple pero poderosa para resolver mu-
chog problemas de andlisis,

3. DEFINICION DE NTSHIMOTO

Nighimoto ¥ define la diferintegral como
sigue: Si f{z} es una funcién analitica que no
tiene puntos ramales en el interior y sobre
C [C={C, C}], C_es una curva integral a lo
largo del corte gque une dos puntos z y —es +
ilm(z), v C es una curva integral a lo lar-
go del corte que une dos puntos z y = +
ilm(z)].

A
l‘(u+1) (&) _ )
'[(E, e dg, (we R,ve Z) (8)
y
f.=1lim flw {neZ*)

U—n

donde  # z, -w < arg ({-z) <mparaCy
0 < arg (§-z) < 2 para C, entonces f (v > 0)
es la derivada fraccional de orden’ v ¥yf
(v < 0) es 1a integral fraccional de ordcn |u|

si f existe.

Usando esta definicidn, Nishimoto calcu-
la el diferintegral de varias funciones ele-
mentales y transcendentes. Ademas, Nishi-
moto™!, Nishimoto y Kalla®!, Kalla — Al
Sagahi® y otrosP?? han usado el cdlculo

fraccional para obtener scluciones particu-
lares de ecuaciones diferenciales.

Recientemente, Nishimoto, 2 YL 4 Galué,
Kalla y Nishimoto®® han usado el calculo
fraccional para obtener la suma de series
infinitas.

Un concepto similar de derivada D® de
orden complejo v de una funcién f{z), que
generalizan las integrales de Cauchy y Weyl

ha sido desarrollado por L.M.B.C Campos?®.
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Al-Bassam® ha demostrado 1a equivalen-
cia entre las definiciones de Holmgren y M.
Riesz, ¥ se define la forma unificada como
sigue: Sea f(x) e C™, a<x<b, R (0 + n)
= 0, entonces

x

[ef= Dr —t)oen-1 () dt,
a st x£<x> (t) dt.
n=01.2.
n—1 (x_a)ttq-i .
= —_— 0
o+it+l) @) +

=0

. ._t o+n-1 ni ]
= J' (x~t) @ @) dt  (9)

n = 1,2, donde D" es la derivada n-sima con
respecto a x,f'™ = D“f Usando este concepto
Al-Bassam y Kalla® resuelven ecuaciones
diferenciales y estudian cierta clase de
polinomios ortogonales.

4. TRANSFORMADAS INTEGRALES Y
EL CALCULO FRACCIONAL

Hay una estrecha y fructifera relacion
entre el cdlculo fraccional, la convolucidn y
las transformadas integrales. Observando Ia
definicidn del operador de Riemann —
Liouville

I fix) = dt, Re(v) =0

(10)

Se nota que es una convolucion (£4T(v)) * fit)
o de gtra manera es una transformada inte-

gral. Erdélyi, Kober, Sneddon™ han estu-



diadc la relacién entre los operadores del
caleulo fraccional y las transformadas de
Mellin, Hankel y Laplace. Relaciones entre
los operadores R-L y las transformadas de
Varma, Meijer, ete., fueron dadas por
Kalla®®!. McBride y P.G. Rooney!™s también
han estudiado este tema y presentaron va-
rios trabajos.

Durante los tltimos anos, varios investi-
gadores han definido y estudiado operado-
res generalizados en forma de transforma-
das integrales, e.g. Kalla y Saxenal®!
Saigo!'¥, Lowndes!¥, etc. Todos estos opera-
dores tienen propiedades similares a las re-
glas fundamentales del cdlculo fraccional, y
eso nos motivé a definir dos operadores ge-
nerales en L, (0, =) de la siguiente forma:

-

R f(x) = x! J "t d(tn) ) d,
Rem)>-1+1/p (11)
S fix) = x* j t41 B (/) £(E) dt,
Re (€) » — I/p (12)

la funcién @ del nicleo de ambos operado-
res es una funcién continua y satisface cier-
tas propiedades, de manera gue estos ope-
radores existan para una amplia clase de
funciones f(x).

I. Dimovski y V. Kiryakova® han publi-
cado varios trabajos sobre el tema de
convolucion v el caleulo fraccional.

5. APLICACIONES

La elegancia del caleulo fraccional consis-
te en su poder de simplificar los procedi-
mientos y expresar en forma simple las so-
luciones de problemas complicados.

Varias fanciones especiales de fisica-
matematica se pueden expresar como difer-
integral de funciones simples, por ejemplo:
Y

A=

dzﬂ -

T'(e)

F(a,b:c;z) =

Zl—c

[z~ (1-2)*]

a)
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de esta forma se pueden deducir muchas
propiedades de esta funcidn,

Como va mencionamos antes, varias
ecuaciones diferenciales ordinarias y en de-
rivadas parciales pueden ser resueltas me-
diante el uso sistematico de los operadores
de calculo fraccionall®? 23 24 28, 28]

El ealculo fraccional también facilita lag
soluciones de las ecuaciones integrales (Sim-
ples, duales, etc.)® . 181,

Kalla y Ross¥ Nishimoto!? 28 Mikolas('4],
y otros han usado los operadores de calculo
fraccional para obtener relaciones funcio-
nales y la suma de algunas series. Por ejem-
plo:

e

T(A)
A=y (A1) = ——
Wy (A) -y (A-1) )

T(v+n)
2 nl¥Y ?u+ll) J

n=1
Re(d) > Re(v) 2 0

Los problemas de valores iniciales y las
aplicaciones del calculo fraccional a los pro-
blemas de ingenieria han sido tratados por
R. Bagley"* %! Ademas, ha estudiado proble-
mas de viscoelasticidad y la descripcién de
las ecuaciones de movimiento en amortigua-
dores viscoeldsticos. Los operadores de cal-
culo fraccional han sido usados también para
obtener funciones generadoras, y en el de-
garrollo de la teoria de funciones analiticas.

Recientemente, el cdlculo fraccional ha sido
aplicado con éxifo en nuevos campos como
rheologia, biologia cuantitativa, electro-quimi-
ca, difusién, teoria de transporte, probahilidad
automaética, teoria de potencial, etc.”. Samko,
Kilbas y Marichev®¥ en su reciente libro,
desarrollan la teoria y aplicaciones de las de-
rivadas e integrales de orden arbitrario des-
de su inicio hasta nuestros dias en una for-
ma muy diddctica, detallada y rigurosa.
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